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Roland Fischer, Klagenfurt

GEOMETRIE DER TERME
ODER
ELEMENTARE ALGEBRA VOM
VISUELLEN STANDPUNKT AUS

Der vorliegende Aufsatz geht von folgender These aus:

Die elementare Algebra kann weitgehend als eine Visualisierung der

Beziehungen zwischen variablen GréBen mit der Mdglichkeit der opera-

tiven Umgestaltung von Visualisierungen aufgefaBt werden.

In der Regel werden nd@mlich in der elementaren Algebra Formeln bzw. Gleichungen

aufgeschrieben, womit ‘Abhidngigkeiten dargestellt werden. Diese Darstellungen

werden dann gegebenenfalls umgeformt. Wir wollen in diesem Zusammenhang das
Visualisieren als substantiellen (konstitutiven) Bestandteil der Algebra auffassen
und nicht als etwas bloB8 im Sinne der Darstellung Hinzukommendes - Algebra ist

diese Darstellung.

Die '"visuelle Komponente" ist in der Algebra natirlich immer schon wichtig
gewesen und Mathematiklehrer wissen das auch. Wenn es etwa um eine Umformung
des Terms

(x+3y)2

geht, muB man sehen, daB dabei die Regel

(a+b)2 = az+2ab+b2

angewendet werden kann; oder bei der Zerlegung von

16c2-942

oder, wenn man

sin2x¢35inx-2 =0

als quadratische Gleichung in sinx erkennen soll. Immer kommt es darauf an,

richtig zu sehen.

Manche Schwierigkeiten von Lernenden in der elementaren Algebra hiangen dann

auch damit zusaminen, dal nicht richtig gesehen wird, d.h. die Struktur von Termen




-30-~

nicht erkannt wird. Im Rahmen eines Algebra-Tests wurde folgende Aufgabe 56

Schilern aus fiinften oder sechsten Klassen gestellt:

Berechne aus

der Reihe nach die GroBen b,c und d!

Diese m.E. fir die Praxis wichtigste Aufgabe des Tests hat deutlich schlechter
abgeschnitten als andere Aufgaben, bei denen die Termstruktur z.T. komplizierter

war, die aber hdufiger in den Lehrbiichern vorkommen, wie z.B. die Gleichung

x x+1 5
x-2  x+2 2.4

Bei der oben genannten Aufgabe sind u.a. folgende Fehler vorgekommen, die auf
eklatante Schwichen im Erkennen von Termstrukturen schlieBen lassen:

__b ' a_
8 =75 = b~.].+cd
oder
a__1 a_ a_ -
b*Tecd — b=C A b'd == c=d
oder
b b
a=z Tecd Jd+c oder * Trod -cd
b
a+ac =4 a-c:d:-ta
1
oder
b
l+Cd—;
b
l+c =24

usw. Hier werden Regeln angewendet, ohne daB die Struktur des Termes beachtet
wird, weil sie einfach nicht gesehen wird. (Oft werden additive und multiplikative
Strukturanteile durcheinandergebracht,)

Meistens wird im Unterricht auch wenig getan, um das Sehen von Termen gezielt
zu schulen. In den Schulbiichern sind diesbeziiglich wenig Anregungen zu finden.
Eire Ausnahme bildet das Arbeitslehrbuch "Mathematik in unserer Welt", Band 3,
von W, FLICK, in dem vor allem mit Hilfe von farblichen Unterlegungen das
Erkennen ven Termstrukturen arleichtert werden soll. Z.8. sind dort auf Seite 66

folgende Aufgaben zu finden:
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3{(eva) + Kavt) s 5fand) > - blau

oder

siabesl) + 6 Kaber2) + 3[(abcel) - 4f&abes2] = ~ - .| = grau

"
s
'/

In neueren deutschen Lehrbiichern gibt es zwar eine groBe Menge von Visualisie-
rungen in der elementaren Algebra, diese beziehen sich aber nicht direkt auf
Terme, die "Hauptvisualisierung”" von Beziehungen zwischen GréBen. Eher sind es
Rechenbiaume, FluBdiagramme, Operatorpfeile, Termmaschinen usw. (ziemlich viel
in WINTER - ZIEGLER, Neue Mathematik 7,8). Die (Ubliche) mathematische Sym-
bolsprache wird offenbar als "unanschaulich" angesehen, veranschaulicht wird durch
alternative Darstellungsformen. Damit wird einerseits ein wichtiger Aspekt von
Mathematik nicht geniitzt - Mathematik ist Visualisierung - andererseits wird
damit fiir die "Ubliche" Darstellungsform, mit der man dann doch hauptsachlich zu
tun hat, eben fast nichts gelernt. Untersuchungen haben Ubrigens ergeben, dag
zusdtzliche Veranschaulichungen wie Additions- und Subtraktionsdiagramme wenig
effizient sind, da sie von den Schiilern wie zusdtzliche Inhalte gelernt werden

1)

missen.

Ein Grund, warum die Anschauung in dér Algebra so wenig gezielt geférdert wird,

liegt m.E. in einer Ubertriebenen Betonung des Operativen. Wir wissen zwar, dal es

zur Differentiation der Funktion

xl-';Vl+x

nétig ist, zundchst zu sehen, daB hier eine Verkettung vorliegt, als das eigentlich
Mathematische wird aber das anschlieBende Anwenden der Kettenregel angesehen.
Ahnlich ist es in der "héheren" Mathematik, wenn etwa Beweise gefiihrt werden:
zundchst muB man etwas Sehen, dann kann man erst Umformungen durchfihren. -
Dennoch wird auch hier die Operationskette - als der sichtbare Erfolg des Sehens -
als das Entscheidende angesehen. Es liegt hier m.E. eine Betonung einer "aktio-

nistischen" gegeniiber einer "kontemplativen" Seite von Mathematik vor. Es geht

mir darum, auch die kontemplative Seite etwas gezielter zu férdern. (Ein be-
rihmter Mathematiker soll einmal gesagt haben: Um ein kompliziertes Integral zu

lésen, muB man es so lange ansehen, bis man eine Ldsung gefunden hat.)

- - - - - - - o

D Vgl. dazu W. SCHIPPER, Stoffauswahi und Stoffanordnung im mathematischen
Anfangsunterricht. Journal fir Mathematik-Didaktik 3 (1982), Heft 2,
Seite 106 ff.
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Die o0.g. "Zusatzveranschaulichungen" zur Algebra haben ubrigens alle "statischen"
Charakter in dem Sinn, daB mit ihnen keine Operationen durchgefiihrt werden
konnen. Es scheint so, als ob Anschaulichkeit dort, wo auch Operation mdglich ist,

durch letztere "erschlagen" wird.l)

Es ist m.E, nicht uninteressant, zu bemerken, dal der visuelle Aspekt im Sprechen

Uber Mathematik auch in der sogenannten "hdheren Mathematik" durchaus vorhan-

den ist, wenn er auch im Formalismus der Objektsprache eher zurickgedrangt wird.
Man sagt etwa: "Dieser Term ist quadratisch", "Dieser ist wichtig"”, "Jener kann
vernachldssigt werden" und deutet auf die jeweiligen (Teil-) Terme hin. Anderer-

seits ist es verpont, ein lineares Gleichungssystem als eines "der Form"

ax+by = ¢

dx+ey = f

zu definieren, sondern man benitzt dazu lineare Abbildungen, die wiederum durch

- Funktionalgleichungen definiert werden und nicht dadurch, wie sie angeschrieben

werden. Ein noch simpleres Beispiel: Ein (geordnetes) Paar aus den Elementen a und
b ist nicht einfach ein "Gebilde" der Farm (a,b), sondern die Menge {{ al, 1a,b“ .
Im Sinne wissenschaftlicher Exaktheit findet diese Vorgehensweise ihre Begrin-

dung: Anschauliches ist zu wenig prazise.

Wie bereits oben erwdhnt geht es nicht darum, hier stwas prinzipiell Neues zu

kreieren, sondern darum, etwas, das immer schon ven Bedeutung war in der
elementaren Algebra, eben die visuelle Komponente, besser zu explizieren und in

das Bewultsein zu heben sowie ein gezieltes Training vorzuschlagen.

Im folgenden sollen konkrete Hinweise zur verstdrkten Schulung des Sehens von
Formeln angeboten werden. Diese stehen in Zusammenhang mit zwei grundlegenden
Lernzielen der Elementaren Algebra, von denen zumindest das erste m.E. hiufig
vernachlédssigt wird:

. Formeln verstehen: Was sagen sie aus, welche Zusammenhinge sind durch sie

gegeben?

. Formeln umformen: Wie kann man diese Zusammenhinge auch anders aus-

dricken?

Die folgenden beiden Abschnitte entsprechen diesen Lernzielen.

- - - - - - - -

Hinsichtlich weiterer grundsidtzlicherer Erdrterungen zur Frage der Visuali-
sierung in der Mathematik vgl. R. FISCHER, Offene Mathematik und Visuali-
sierung {arscheint in mathematica didactica 1984), und M., OTTE, Texte und
Mittel (Zentraiblatt fiir Didaktik der Mathematik 15 (1983), Heft 4, Seite 183 -
194).
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Analyse von Formeln

Beziehungen zwischen GrdBen sind oft durch "Formeln" gegeben, d.s. Gleichungen
der Gestalt

Variable =

Hier bedeuteEDirgendeinen Term. Es hat sich Ubrigens als nitzlich erwiesen,
fur (Teil-) Terme generell das Symbol " " zu verwenden, auch wenn in einem
Ausdruck damit verschiedene Terme gemeint sein konnen (was einer grundlegenden
Konvention der algebraischen Formalsprache widerspricht). Also etwa:

[l
Aulerdem wird hdufig "V" zur Bezeichnung einer bestimmten, eben betrachteten,

Variablen verwendet.

Es geht im folgenden um eine Schulung des Sehens von Formeln. Formeln werden

im Algebraunterricht im allgemeinen nur zu dem Zweck angesehen, eine Umfor-
mungsmoglichkeit zu erkennen. Dann hat man schon die nichste Formei usw. Will

man das Sehen von Formeln lernen, so muB man ldnger verweilen, man muB eine

Formel lénger betrachten. Ziel dieser Betrachtung darf nicht nur eine Umformung

sein, es mussen auch andere Ziele maglich sein.

Die hier gemeinte Analyse von Formeln l3uft im wesentlichen auf das Erkennen der

Struktur von Termen hinaus. Dabei ist wichtig, daB eine solche Analyse bzw.

Strukturerkennung immer von bestimmten (Cesichtspunkten ausgeben muf3, d.h. man
hat bestimmte Fragestellungen oder Vargleichsstrukturen "im Hinterkopf. Man

analysiert nicht "einfach so".

Konkret schlage ich folgende Fragestellungen vor:

» Welche ist die "letzte Operation” in dem Term, d.h. handelt es sich um einen
Summen-, Differenz-, Predukt- oder Quotiententerm?

» Wie sehen die Teiiterme aus? (Top-down-Analyse, avt, mit HHilfsvariablan)

- Welche Abhéngigkeit bestaht beziiglich der zinzelnen (Qrsfen (insbesonders
hinsichtlich Monotonia)?

» Welcher Funktionstypus besteht heziqglich dar einzelnen (iréQen (proportinnal,
linear, indirekt proportional; spiiters gquadratisch,polynomial, exponentiali, loga-
rithmisch, ...)? Diese Frage kann auch beziglich Teilterme gastellt werden,

« Wie sieht ein Berechnungsschema aus (etwa ols FluBdiagramm)?

Das Gesagte soli nun anhand =ziner Beispielsenuenz illusiriert werden. in der

Sequenz wird mit der Eridlarung =iniger einfacher Funktionstvper begonnen, Das
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Erkiarte wird dann auf komplexere Formeln angewandt. Als Ergénzung zur alge-

braischen Visualisierung werden auch Visualisierungen mit Hilfe cartesischer Dia-

gramme verwendet. Die Beispielsequenz kénnte in einer dritten oder vierten Klasse

behandeit werden.l)

Proportionalitat:

y héangt von x
proportional ab,
falls

y = k.x

gilt.

Allgemein sieht die rechte Seite so aus:

D .V oder

41ier kommt die
Variable nicht vor

Beispiele:
=c.d . cr»a
r = 2(x+y).z Tz
X = ay-by y = x
r
U= 55 r=uy
Lineare Funktion: 4

y = k.x+d

"

v.[ ]

Gegenbeispiele:

a =Cc+d cw a,

Allgemein {rechte Seite):

[ J.v+[] oder
r

hier komrr?t die
Variable nicht vor

1)

V-D+—D

oder

X kb p beziglich
b = x linksstehender
aruy Formel
[
1
> X

Diese Beispielsequenz wie auch der darauf folgende Abschnitt ber das Umfor-
men von Formeln kdnnte an einen Lehrgang zur Einflhrung von Variablen unter
Betonung des "Gegenstandsaspekts" anschiieBen wie er im folgenden Skriptum
dargestellt ist: Didaktische Fragen zur Elementaren Algebra. Skriptum zur
Lehrerfortbildung. Von G. MALLE u.a. Universitit fir 8ildungswissenschaften

Klagenfurt 1982
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Jeuly

Beispiele:

Z = usvt Vi Z
a = (r+s)t-u.v t+>a
USW. wees

Gegenbeispiele!

Indirekte Proportionalitat

x| x

oder + V.

(Diese Unterscheidung wird

Ublicherweise kaum vorgenom-
men!

Allgemein (rechts Seite):
D(hier kommt die Variable nicht vor

v

Beispiele, Gegenbeispiele!

Strompreis-Formel

P = G+k.X

oder D Vv
oder D.%

G ... Grundgebuhr
k ... Preis pro KWStd
X ... Anzah| der KWStd

» P ist die Summe zweier Terme, P = ] ] + D ndmlich G und k.x. Der zweite

Term, nennen wir ihn V, also V = k.x, ist wieder zusammengesetzt. Es ist V das

Produkt aus k und x. Was bedeuten G und V?

e £in Berechnungsschema fir diese Formel sieht so aus:
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Abhangigkeit des P von den einzelnen GroGen:

- wenn x zunimmt, dann nimmt auch P zu

- wenn G zunimmt, dann nimmt auch P zu

- wenn k zunimmt, dann nimmt auch P zu

Genauer:

- Wenn G um 1 zunimmt, dann nimmt auch Pum 1 zu
- Wenn x um 1 zunimmt, dann nimmt P um k zu

- Wenn kum 1 zunimmmt, dann nimmt P um x zu

P

e« P hidngt von x linear ab, denn: A

P= E]+ D.x
G k

K
4
/ &
" x
P hangt von k linear ab, denn
P N
Pp= O+
G X x
1
el .
P hangt von G linear ab, denn 4 “K
1 KX
P=clZ + [ P
(Steigung = 1) 1
/‘
/ KeXx
)
Gesamtpreis einschlieBlich Mehrwertsteuer
P = (a+b).m a ... Nettopreis der ersten Ware

b .. Nettopreis der zweiten Ware
m .. Mehrwertsteuerfaktor (=1 + 'gﬂ

100
o P ist das Produkt zweier Terme, P = [:] . D,némlich von a+b und m. Der erste
Term, nennen wir ihn N, ist wieder zusammengesetzt. Es ist N die Summe aus a
und b
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Berechnungsschema:

Wenn a zunimmt,
Wenn b zunimmt, dann nimmt auch P zu

wenn m zunimmt,

P ist bezlglich m eine Proportionalitat, denn:

P:%}m PA\

a+b

5

> m

Um zu sehen, wie P mit a bzw. b zusammenhdngt, ldsen wir die Klammer auf:

P =a.m +b.m. Neues Berechungsschema:

P ist beziglich a linear, denn:

P=a. ]+ [
m

b.m

Ebenso: P ist bezlglich b linear.

. Wie sieht die Angelegenheit aus, wenn man m=1+ :% bericksichtigt?
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F'ldcheninhalt einer Wohnung

A:a.b-Al Q

. b
e A ist die Differenz zweier Terme, ﬁﬁmlich
+ Berechnungsschema! .
- Wenna zunimmt’} dann nimmt A zu .,
Wenn b zunimmt,
Wenn Al zunimmt, dann nimmt A ab,

+ Ahéngt von a,b,A, jeweils linear ab, keine Proportionalitit.

Analog:
A = Al-Cd
A = ab-cd

Fldcheninhalt eines Trapez

A=8+C

—-h

Andere Mdgglichkeiten, dies anzuschreiben:

A =%(a+c).h A:%(amch)
A=(§+§).h A=§.h+§.h
A:(a+c).b A=a h+c D
2 *2 *2
A = (@+c).h A - 8hsch
= = 2=

A héngt von allen GriBen linear ab (welche Steigungen?), von h sogar proportio-

nal.

N A
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Zeit aus Weq und Geschwindigkeit:

$
o — N
t = &8 ——
v €= = - - - - - - = > i
Zet t

o t ist der Qutotient zweier Terme, ndmlich von s-a und v.
o Je groGer s, desto groGter t

Je groGer a,v, desto kleiner t
o t hdngt von s,a linear (nicht proportional) ab.

t hdngt von v indirekt proportional ab, da

t =

Den bisherigen Beispielen ist gemeinsam, daB die angegebenen Formeln jeweils mit

einer bestimmten realen Bedeutung verbunden sind. Fir weitere Ubungen zur

Analyse von fFormeln kann man sich natirlich davon 16sen. Zu beachten ist dabei

jedoch, daB die Kaomplexitit der Terme beschrénkt bleibt. In der 4. Klasse konnte

man etwa mit Termen der Gestalt
I e
[ 1=+ [T1 D
wobei D jeweils ein Produkt von hdchstens zwei Variablen ist, das Auslangen

finden. Schwierigkeiten, die durch das mehrfache Auftreten von Variablen begrin-

det sind, sollten leicht behebbar sein (Distributivgesetz). Miglicherweise kann es

L]
[V

sinnvoll sein, noch den Funktionstyp

V +—

einzufihren,

Zur Klarstellung: Die angebotenen Beispiele sind natiirlich nicht ne2u. Worauf es mir

ankommt, ist das Sehen von Formeln, das Erkennen von Termstrukturen. Um dies

zu lernen sollen verschiedene Dinge hilfreich sein:

o Ceeignete Fragestellungen,

o reue Darstellungsformen, die die (visuelle) Struktur von Terman deutlicher

hervortreten lassen,

o Wechsel zwischen verschicdenen Darstellungsformen (Term-MNotation sowie

cartesische Diagramme, Fluldiagramme, geometrische Skizze usw.)

o Betonung der cigenstdndigkeit unterschiedlicher Termdarstellungen.
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Umformen von Formeln
In diesem Abschnitt soll ein Lehrgang skizziert werden, der auf das Umformen
einfacher Formeln abzielt (etwa auf dem Niveau der oben zitierten Testaufgabe).

Ausgangspunkt ist die folgende Feststellung:

Beziehungen zwischen GréBen kodnnen im allgemeinen auf verschiedene

Arten durch Gleichungen ausgedriickt werden.

Additive Umfarmungen

Die folgenden Umformungen kodnnen im Zusammenhang mit der geometrischen

Interprétation der Beziehung sogar Volksschilern verstdndlich gemacht werden.

A = B*C_ A
B = A-C /——"/\'ﬁ
C=A-B —_———— ———
A-B-C =0 B C
A = B+C+D A-B = C+D A
B = A-C-D A-C = B+D A ‘
C=A-8-D A-D = B+C N, —_— e
D = A-B-C A-B-C-D =0 B C D
A+B = C+D A-D = C-B A 2
A+B-C =D A-C = D-B e — AL
A+B-D =C A+B-C-D = 0 . ' —
A = C+D-B e~ — ~
B = C+D-A C D

Alle diese Umformungen lassen sich mit dem "Streckenmodell" deuten. Man
erkennt jedoch auch bald die formale Gemeinsamkeit: "Auf die andere Seite
bringen" dndert das Vorzeichen.

Sty

AR R L B 1
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Analog: Multiplikative Umformungen

Nicht so elementar zu veranschaulichen sind die analogen multiplikativen Umfor-

mungen.
A =B.C +C -
B=A ~— C A
{ e
\ MRS
Cc =% ~

Die "Berechtigung" ergibt sich aus der Definition der Division. Die Veranschau-
lichung ist von abstrakterer Art als bei der Addition. Es hat auch nicht viel Sinn,

sie bei Umformungen der folgenden Art zu verwenden:

A = BICQD A-B = CcD

A _C.D
B=Tb A==gF
C = eee B - 9%
usw, Usw.

Dal es fir die multiplikativen Umformungen keine so "schone" Veranschaulichung
wie bei den additiven Umformungen gibt, wird von manchen Lehrern als stdrend
empfunden. Diese versuchen dann eine "einheitliche" Visualisierung zu finden, die
"durchgezogen" werden kann. Dies entspricht zwar dem zwanghaften Charakter
mancher didaktischen Bestrebungen, es verhindert jedoch ein lockeres Umgeben

mit Darstellungsmdglichkeiten. AuBerdem: Die gesuchte "einheitliche” Darstel-

lungsweise ist ja gerade die Ubliche algebraische Notation! Diese ware Uberflussig,

wenn es eine andere gabe.

Die Methode der Elementarumformungen

Die beiden Umformungen

A+B =C e ——— A=C-B
und
AB=C e A:%

nenne ich additive bzw. multiplikative Elementarumformungen. lhre "Berechtigung”

ergibt sich allgemein aus der Defintition der Subtraktion bzw. der Division. Diese
Elementarumformungen ermdglichen m.E. einen Zugang zu Gleichungen, der einmal
mit dem "Ublichen" verglichen werden sollte. Unter dem "lUblichen" meine ich
jenen, nach dem festgestelit wird: Man darf auf beiden Seiten einer Gleichung
dasselbe addieren, subtrahieren, multiplizieren etc. Bei diesen Regeln wird namlich

nichts dariber ausgesagt, was addiert bzw. subtrahiert etc. werden soll, bzw. was




eine solche Addition etc. bewirkt. Diese Regeln sind neutral gegeniiber dem

jeweiligen Term. Dagegen nehmen die Elementarumformungen Bezug auf die

Termstruktur. Bei ihrer Verwendung ist der folgende Fehler kaum denkbars:

3
3:;:2 +X

3 _
§-2+x

Bei der "Methode der Elementarumformungen" mu8 man zuerst die "Termstruktur"
erkennen:

3

Tox=2

3-c.
und schlieGt dann

A =C.B, also
3 = 2.(5-x)

usw. Auch fir kompliziertere Gleichungen erscheint mir dieser Weg durchaus
geeignet:

1 2 3 A

vy tlory ‘ E:C = A =B8.C
x“-1

= (x-]1}—2- .3

l-(xl)()w1 xT.l)

1=2%2  _3(x-1)
T x+l (x+1Xx-1)

T - =g = AC=8
x+] = 2x-5 ‘ A+B=C = B =C-A
1l = 2x<5-x = x-5 A=z=B-C => A+C =B
6 =x

Es mag sein, daB bei komplizierteren Gleichungen bzw. bei Gleichungssystemen die
Methode der Aguivalenzumformungen gunstiger ist (Man kann natirlich auch die
Regeln A =B = k.A=kBbzw. A=BAC=D = A+C = B+D hinzunehmen). Ich
meine jedoch, daB fiir einen ersten Zugang zum Gleichungslisen die Methode der
Elementarumformungen giinstiger ist. Sie entspricht z.T. chnedies dem praktischen
Vorgehen ("Man bringt hiniber"), welches jedoch oft von einem theoretischen
Standpunkt aus "verboten"” wird.

P 2 R gt e e e B

S bR S £ it ek e s TR




~43~

Nach diesem Plidoyer fir die "Methode der Elementarumformungen” zurick zur
Frage: Wie kann ein darauf aufbauender Kurs aussehen?
Ausgehend von der Darstellung der Elementarumformungen anhand einfachster

Beispiele (siehe oben) kommt man zu Umformungen komplizierterer Formeln. Diese

kénnen zunachst spielerisch, nicht zielgerichtet erfolgen. Wichtig ist dabei, jeweils
"letzte Operationen” in den vorkommenden Termen zu erkennen.

Beispiel:

r = a.x+b.x r = (a+b) . x
[D =D+D] [D=D-D—‘
A = B+ C_ " A = B . CJ
a.x = r-b.x asb = L
x
b.x = r-a.x x = EEE

Hier wurde jeweils nur eine Elementarumformung durchgefihrt (dazwischen das

Distributivgesetz). Natiirlich kann man auch mehrere hintereinander ausfihren.

Beispiel:
a+c
A= =5 - h
2A = (a+C)h
Zh_A= a+c
as= _Zhﬂ -c
usw.

Mehr oder minder zufillig landet man manchmal bei Gleichungen der Form

/hier kommt x nicht mehr vor

X =

Man kann nun die Frage nach einer generellen Strategie zur "Isolierung" jeder
gewiinschten Variablen in einer Formel aufwerfen und erhdlt als (mdgliche)
Antwort:
- Bruchterme wegschaffen (multiplikative Elementarumformungen);
- alle Klammern auflgsen (Distributivgeseti) - auf beiden Seiten stehen nun
Summen bzw. Differenzen von Produkten:
== 1=

- Terme mit der zu isolierenden Variablen (etwa x) auf eine Seite, die ibrigen auf

die andere Seite (additive Elementarumformungen):

e e [x= ]

| S

]

- x "herausheben':

- multiplikative Elementarumformung.
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Dies ist natirlich nur eine grobe Skizze eines Kurses in Umformen von Formein
bzw. Gleichungsigsen, der auf der Methode der Elementarumformungen aufbaut. Er

wire im Detail weiter auszuarbeiten. Wesentlich erscheint mir, daB dabei der

visuelle Standpunkt nicht Ubersehen (!) wird.

Zur Komplexitdt

Zum Abschiul ein Hinweis, der mir wichtig erscheint. Es war immer und ist allen
Beteiligten (Lehrern, Schilern) klar, daB die Komplexitit der Terme ein Faktor "sui
generis" bei der Erzeugung von Schwierigkeiten in der-Elementaren Algebra ist.
Dieser wirkt sich beim "Abarbeiten" von Ausdricken aus und wird oft als "fehlende
Konzentrationsfihigkeit" des Schilers diagnostiziert, erst recht aber mu sich
dieser Faktor auswirken, wenn es um das Erkennen von Termstrukturen geht, also

um eine ganzheitliche Sichtweise des jeweiligen Ausdrucks. (Dieses Erkennen ist ja

oft die Voraussetzung fir das folgende "Abarbeiten".)

Obwohl also die Bedeutung des Faktors "Komplexitdat" offensichtlich zu sein
scheint, sind die damit verbundenen Probleme in der didaktischen Diskussion kaum
systematisch aufgegriffen worden. Die "Neue Mathematik" war von einer Betonung
grundsitzlicher Aspekte ("Was sind Variable, Gleichungnen, Terme etc.?") gekenn-
zeichnet, Der "anwendungsorientierte" Mathematikunterricht betonte - wiederum
grundsitzlich - die Bedeutung von Variablen, Formeln und hob deren Sachbezug
hervor. Man gewinnt den Eindruck, daB in der theoretischen Diskussion die
Auffassung besteht, wenn man Algebra prinzipiell verstanden hat, dann beherrscht
man sie auch in jeder beliebigen Komplexitdt. Dies trifft nicht einmal fir

Maschinen zu.

Neuere amerikanische Untersuchungen, insbesondere in- Zusammenhang mit Fehler-
analyse, lassen Ansitze einer systematischen Untersuchung von Komplexitdtspro
blemen erkennen.l) Sie gehen von einem Modell aus, in dem der "visuelle

Standpunkt" eine wesentliche Rolle spielt.
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